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基于统一强度理论的冻结壁弹塑性应力分析 
曹雪叶，赵均海，张常光 
（长安大学 建筑工程学院，陕西 西安 710061） 

 

摘  要：将冻结壁等效为弹性模量、黏聚力呈抛物线分布的功能梯度材料（FGM）厚壁圆筒，基于统一强度理论，考虑中

间主应力的影响，推导得到冻结壁的弹性极限荷载、弹塑性应力场及塑性极限荷载的解析解。将所得结果与均质冻结壁进

行比较，并分析强度理论参数对各个解析解的影响。研究结果表明：考虑冻结壁的 FGM 特性，应力分布较均质冻结壁有一

定的变化，环向应力由线性分布变为抛物线型分布；环向应力的最大值不再出现在冻结壁的内壁或外壁，而是出现在冻结

壁厚度的中部；与均质冻结壁相比，FGM 冻结壁的弹性极限荷载较大，但塑性极限荷载却较小；FGM 冻结壁的弹性极限荷

载、塑性极限荷载、径向应力及环向应力均随强度理论参数的增大而增大。所得结果可为冻结壁的设计提供一定的理论参

考。 
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Elastoplastic stress analysis of frozen soil 
wall based on unified strength theory 

 
CAO Xue-ye,  ZHAO Jun-hai,  ZHANG Chang-guang 

(School of Civil Engineering, Chang’an University, Xi’an, Shaanxi 710061, China) 
 

Abstract: The frozen soil wall can be simplified as the functionally graded material (FGM) thick cylinder with parabolic-distributed 
elastic modulus and cohesion. In consideration of the intermediate principal stress, the analytical solutions of the elastic ultimate load, 
the elastioplastic stress field and the plastic ultimate load are derived based on the unified strength theory. The results are further 
compared with that of a homogeneous model, the influence of the parameters of unified strength theory is investigated as well. The 
results show that the stress distribution of FGM frozen soil wall differs from that of homogeneous frozen soil wall, especially the 
circumferential stress changes from linear distribution to parabolic distribution. The maximum circumferential stress appears in the 
central thickness instead of the inner or outer wall. The elastic ultimate load is higher but the plastic limit load is lower than that of 
homogeneous frozen soil wall. The elastic ultimate load and the plastic ultimate load, the radial stress and the circumferential stress 
will increase with the increase of the parameters of unified strength theory. The conclusions can provide theoretical reference for the 
design of frozen soil wall. 
Keywords: frozen soil wall; functionally graded material; parabolic distribution; unified strength theory; elastoplastic analysis; 
ultimate load 
 

1  引  言 

冻结法是利用人工制冷技术将不稳定含水地层

冻结并形成一个封闭的圆筒即冻结壁，以断绝地下

水与井筒之间的联系，使井筒在相对稳定、干燥的

地层中施工，这种施工方法在地铁、隧道、矿井及

基坑开挖等地下工程中得到广泛的应用[12]。传统的

冻结壁设计中，一般将冻结壁视为均质厚壁圆筒进

行弹性或弹塑性分析[34]。实际上冻结壁材料的力学

特性受控于温度场分布，具有功能梯度材料（FGM）

的特性。胡向东等[58]基于巴霍尔金温度场解析解，

将冻结壁的温度场等效为梯形、三角形或抛物线型
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分布，并采用 Mohr-Coulomb（M-C）强度准则对井

筒横断面径向温度和材料力学参数呈梯度分布、抛

物线分布的冻结壁厚壁圆筒进行分析，求解得到该

类冻结壁在弹塑性状态下的解析解，但未考虑中间

主应力对冻土强度的影响。统一强度理论能合理反

映中间主应力效应，可灵活应用于工程中的各种材

料[910]。 
本文将冻结壁等效为弹性模量 E、黏聚力 c0随

半径呈抛物线分布的 FGM 厚壁圆筒，基于统一强

度理论考虑中间主应力的影响，推导出冻结壁的弹

性极限荷载、弹塑性应力场及塑性极限荷载，将所

得结果与均质冻结壁进行比较，并分析了强度理论

参数 b 对冻结壁弹性极限状态、塑性极限状态的影

响，所得结果可为冻结壁的设计提供一定的理论参

考。 

2  统一强度理论 

俞茂宏[11]以双剪单元体和双剪屈服准则为基

础，考虑作用于双剪单元体上的全部应力分量及其

对材料破坏的不同影响，建立了一种全新的考虑中

间主应力影响、适用于各种不同材料的统一强度理

论。统一强度理论具有不同的表达式，岩土工程中

常用材料的黏聚力（剪切强度参数） 0c 和内摩擦角

（正应力影响系数） 来表示，其数学表达式为 

0
1 2 3

2 1 3 1 3

0
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2 1 3 1 3

2 cos1 sin ( )
(1 )(1 sin ) 1 sin
1 sin      ( ) ( )
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≥

（1） 

式中：F 、F 为强度理论函数； 1 、 2 、 3 分别为

以拉为正的第 1 主应力、第 2 主应力和第 3 主应力； 
b 为强度理论参数，反映中间主切应力及其相应面

上的正应力对材料破坏的影响程度，0 1b≤ ≤ ；b
取不同值时，可表示或线性逼近不同的强度准则，

0b  时退化为 M-C 强度准则， 1b  时退化为双剪

强度准则，0 1b  时为一系列有序的新强度准则。 

3  冻结壁弹塑性分析 

设深竖井冻结壁的内半径为 iR ，外半径为 eR ，

外表面受均匀外压力 P 作用，其计算模型如图 1 所

示。 

 

图 1  FGM 冻结壁计算模型 
Fig.1  Numerical model of functionally graded 

material frozen soil wall 
 

由于泊松比与内摩擦角受温度影响较小，本文

只考虑弹性模量E 、黏聚力 0c 随温度的变化。温度

场呈抛物线变化时，E 、 0c 也将呈抛物线变化，其

表达式为 
2

1 1 1
2

0 2 2 2

( )

( )

E r l r m r n

c r l r m r n

   


   
        （2） 

式中： i/r R R 为相对半径； 1l 、 1m 、 1n 、 2l 、 2m 、

2n 为待定常数，由温度场和冻土材料与温度的关系

共同决定。 
3.1  冻结壁弹性分析 

假设冻结壁为理想弹塑性材料且不可压缩，其

弹性解为[8] 
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式中： r 为冻结壁的径向应力；  为冻结壁的环

向应力； e e i/r R R 为冻结壁外半径与内半径之比。  
由平面应变弹塑性问题的研究[12]可得冻结壁

的轴向应力 z 为 
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（5） 
根据 1 2 3  ≥ ≥ 得 

1 2 3, ,r z               （6） 

iR
eR

0

( )
( )

E r
c r

P



第 3 期                   曹雪叶等：基于统一强度理论的 FGM 冻结壁弹塑性应力分析                     771   

 

由于 2 1 3 1 3
1 sin( ) ( )
2 2z


        ≤ ，将

式（3）～（6）代入式（1）第 1 式整理得 
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当等式左边取最大值时，此时的半径即为塑性

区初始位置。求解式（7）左边函数的导数，并令其

值为 0，可得冻结壁的塑性区初始位置很靠近内壁，

即冻结壁先从内壁开始屈服。当相对半径 1.0r  时，

由式（7）可得冻结壁的弹性极限荷载 eP 为 

2 2 2
e
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（8） 
3.2  冻结壁弹塑性分析 

当 eP P 时，冻结壁的塑性区从内壁开始向外

发展。设弹塑性交界面的相对半径为 0r ，则

01 r r≤ ≤ 为塑性区， 0 er r r≤ ≤ 为弹性区。 
在 01 r r≤ ≤ 的塑性区，由塑性力学可知平衡方

程为 
p ppd 0

d
rr

r r
  

            （9） 

式中： p
r 为冻结壁塑性区的径向应力； p

 为冻结

壁塑性区的环向应力。 
将式（5）、（6）代入式（1）第 1 式整理得 
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（10） 
将式（10）代入式（9）整理可得 
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解式（11）非齐次线性方程，并利用边界条件 

1,  0rr    

可得冻结壁塑性区的应力场为 
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（12） 
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（13） 
在 0 er r r≤ ≤ 的弹性区，其计算模型为一厚壁

圆筒，其相对内半径为 0r 且作用荷载
0r

 ，相对外半

径为 er 且作用荷载 P。由文献[8]得弹性区的应力场

为 
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当 0r r 时， r 连续，即塑性区和弹性区交接

面上径向应力相等，即 
0 0 0

p e
r r r r r r r             （16） 

且在 0r r 处弹性区内壁恰好屈服，则 
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将式（16）、（17）联立即可求得相对塑性半径 0r 。 
3.3  塑性极限荷载 

随着 P 的不断增加，冻结壁的塑性区将不断扩

大，当 0 er r 时，由式（12）可得冻结壁的塑性极

限荷载 pP 为 
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（18） 
由式（8）、（18）可知，当冻结壁及其温度场确

定时，冻结壁的弹性极限荷载、塑性极限荷载仅与

强度理论参数 b 有关。 
当 0b  时，式（8）、（12）、（13）可退化为

M-C 强度准则下的结果，与文献[8]结果相同；当

0 1b ≤ 时，本文结果退化为一系列新强度准则下

的结果。故本文所得结果可作为 FGM 冻结壁弹塑

性应力分析的统一解。 

4  FGM 冻结壁与均质冻结壁的比较
及参数分析 

取文献[8]中的算例：冻土为某冻结砂性粉质黏

土，内摩擦角为 10.3°，冻结壁内半径 iR  5 m，外

半径 eR  7.5 m，则外半径与内半径之比 er  1.5。弹

性模量 E 及黏聚力 0c 的表达式为 

2

2
0

( ) 4 095 10 237.5 6 129.3
( ) 33.6 84 50.26

E r r r
c r r r

    


    
（19） 

对于同等条件下的均质冻结壁，弹性模量

E  184 MPa，黏聚力 0c  1.59 MPa。 
4.1  FGM 冻结壁与均质冻结壁的应力分布比较 

采用本文与统一强度理论所得均质冻结壁的结

果[4]，分析弹性和塑性极限状态下 FGM 冻结壁与均

质冻结壁的应力分布，径向应力 r 及环形应力 
随相对半径 r 的变化如图 2、3 所示。 
 

 
图 2  弹性极限状态时冻结壁的应力分布( b  0.5) 

Fig.2  Stress distributions of frozen wall in the elastic 
ultimate state ( b  0.5) 

 

 
图 3  塑性极限状态时冻结壁的应力分布( b  0.5) 

Fig.3  Stress distributions of frozen wall in the plastic 
ultimate state ( b  0.5) 

 
由图 2、3 可得，均质冻结壁的 r 随 r 的增大

线性增大，FGM 冻结壁的 r 随 r 的增大非线性增

大；弹性极限状态时，均质冻结壁的  随 r 的增大

而减小，最大值出现在冻结壁内壁处，塑性极限状

态时，  随 r 的增大而增大，最大值出现在冻结壁

的外壁处；FGM 冻结壁的  随 r 的增大先增大后

减小，呈抛物线型分布，最大值出现在冻结壁厚度

的中部；与均质冻结壁相比，FGM 冻结壁受功能梯

度材料特性的影响使其边界处的  变化较大；因

此，考虑冻结壁的 FGM 特性，使冻结壁的应力分

布较均质冻结壁有一定的变化，环向应力的变化尤

为显著。 
4.2  极限承载力的比较及参数分析 

由式（8）、（18）及文献[4]结果分析冻结壁弹

性极限荷载 eP 、塑性极限荷载 pP 的变化规律，结果

如图 4 所示。 
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图 4  极限荷载的比较及随 b的变化规律 

Fig.4  Comparison of ultimate loads and their 
variation with b 

由图 4 看出，当b 从 0 增加到 1 时，FGM 冻结

壁的弹性极限荷载 eP 从 1.259 MPa 增加到 1.679 MPa，
增加了 33.4%，塑性极限荷载 pP 从 1.622 MPa 增加

到 2.227 MPa，增加了 37.3%，这是由于随着b 的增

加中间主应力效应更加显著，材料的潜能得到更充

分的发挥；相同条件下 FGM 冻结壁的 eP 较均质冻

结壁提高了 19%， pP 较均质冻结壁减小了 4%。因

此，冻结壁在弹性范围内设计时可充分利用其弹性

承载力，塑性设计时应考虑其在相对较小的荷载下

进入塑性极限状态，保证冻结壁有较好的安全性。 
弹性极限状态、塑性极限状态下冻结壁的 r 、

 与b 的关系分别如图 5、6 所示。 

             
(a) r r                                                             (b) r   

图 5  弹性极限状态下应力与 b的关系 
Fig.5  Relationships between stress and  b in elastic limit state 

 

             
(a) r r                                                             (b) r   

图 6  塑性极限状态下应力与 b的关系 
Fig.6  Relationships between stress and b in plastic limit state 

 
由图 5、6 可以知道，FGM 冻结壁的 r 随 r 的

增大而增大，在冻结壁外壁处达到最大值；当b 从

0 增加到 1 时，该处的 r 在弹性极限状态下由 
-1.259 MPa 增加到-1.629 MPa，增加了 33.3%，在

塑性极限状态下由-1.622 MPa 增加到-2.227 MPa，
增加了 37.3%；FGM 冻结壁的  随 r 呈抛物线分

布，与冻结壁的温度场分布相同；弹性极限状态下，

 的最大值在相对半径 r  1.22 处，当b 从 0 增加

到1时，该处的  由-5.195 MPa增加到-6.928 MPa，
增加了 33.4%；塑性极限状态下，  的最大值在相

对半径 r  1.29 处，当b 从 0 增加到 1 时，该处的 
由-6.837 MPa 增加到-9.344 MPa，增加了 36.7%。

因此，考虑中间主应力影响，使材料的潜能得到充

分发挥。 
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5  结  论 

（1）基于统一强度理论，考虑弹性模量E 、黏

聚力 0c 随半径呈抛物线分布，推导得到冻结壁的弹

性极限荷载、弹塑性应力场及塑性极限荷载。与传

统方法相比，本文方法考虑了中间主应力影响及冻

结壁的 FGM 特性，所得结果可为冻结壁的设计提

供一定的理论参考。 
（2）考虑冻结壁的 FGM 特性后，其应力分布

较均质冻结壁有一定的变化，环向应力的变化尤为

显著，由线性分布变为抛物线型分布。环向应力的

最大值不再出现在冻结壁的内壁或外壁，而是出现

在冻结壁厚度的中部。 
（3）与均质冻结壁相比，FGM 冻结壁的弹性极

限荷载较大，冻结壁在弹性范围内设计时可充分利

用其弹性承载力；但塑性极限荷载却较小，即 FGM
冻结壁在相对较小的荷载下即进入塑性极限状态，

在冻结壁设计时应予以考虑，使冻结壁有较好的安

全性。 
（4）FGM 冻结壁的弹性极限荷载 eP 、塑性极

限荷载 pP 均随b 的增大而增大；径向应力 r 随b 和

r 的增大而增大；  随b 的增大而增大；  随 r 为
先增大后减小的抛物线分布，与冻结壁的温度场分

布相同。 
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